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la “realta” dei numeri complessi

in una visione geometrica

45°
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premessa

I numeri complessi si possono affrontare didatticamente in molti modi:
sono nodo concettuale connesso con diversi settori della matematica.

o partire dalla risoluzione di equazioni di II grado;
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premessa

I numeri complessi si possono affrontare didatticamente in molti modi:
sono nodo concettuale connesso con diversi settori della matematica.

o partire dalla risoluzione di equazioni di II grado;
e impostare la questione come spazio vettoriale;

@ concepire la forma trigonometrica e collegarsi alle formule della
trigonometria e alle roto-omotetie, .. .;

&
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I numeri complessi si possono affrontare didatticamente in molti modi:
sono nodo concettuale connesso con diversi settori della matematica.

partire dalla risoluzione di equazioni di IT grado;
impostare la questione come spazio vettoriale;

concepire la forma trigonometrica e collegarsi alle formule della
trigonometria e alle roto-omotetie, .. .;

recuperare argomenti di carattere storico come la risoluzione delle
equazioni cubiche, la ciclotomia;
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@ impostare la questione come spazio vettoriale;

concepire la forma trigonometrica e collegarsi alle formule della
trigonometria e alle roto-omotetie, ...;

@ recuperare argomenti di carattere storico come la risoluzione delle
equazioni cubiche, la ciclotomia;

provare la formula di Eulero e™ +1 =0
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premessa

I numeri complessi si possono affrontare didatticamente in molti modi:
sono nodo concettuale connesso con diversi settori della matematica.

o partire dalla risoluzione di equazioni di II grado;

@ impostare la questione come spazio vettoriale;

concepire la forma trigonometrica e collegarsi alle formule della
trigonometria e alle roto-omotetie, ...;

@ recuperare argomenti di carattere storico come la risoluzione delle
equazioni cubiche, la ciclotomia;

provare la formula di Eulero e™ +1 =0

@ ccCcC.
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un vettore in Oxy

asse immaginario

(.](ll FPerugia
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Valerio Scorsipa per una Mat. di Qualita



addizione in C e in R2

21+ 20 = (1 + 1) + (2 + iy2) = (1 + 22) + i(y1 + y2)
(z1;91) + (225 42) = (21 + 22591 + 12)

A \Zf" Zy

\/

(_i( ll ‘A)‘Pengia

o F = = £ DA
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numeri coniugati

Y

[m] = =
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numeri coniugati

B z=x+iy

o

[m] = =
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moltiplicazione in C e in R?

2122 = (21 +iy1) - (w2 +iye) = (2172 — y1y2) +i(T1y2 + T201)
(x1;501) - (z2;92) = (T122 — Y1Y2; T1Y2 + T2Y1)

A
Y 7,(1;3")

21.22

60°
15

2,(1-1)
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prodotto e quoto numeri coniugati

A
y

z=x+1y

z/Z
ez=x+iye z=x—1y

-0

Z=XAy 0 P
centroindatiademocrticansegnon
o = = = = 9Dae
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prodotto e quoto numeri coniugati

A
y

z=x+1y
ez=x+iye z=x—1y

z/Z
° z-E:xz—i—yQ

-0

Z=XAy 0 P
centroindatiademocrticansegnon
o = = = = 9Dae
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prodotto e quoto numeri coniugati

A

z=x+1y
y
z/Z
oz=x+iye Z=a—1 =
0
0 2-zZ=1x41y? 0
2 ON -0 x
z z
o - =——
zZ z-Z
Z=eiy  Cich e,

nnnnnn ;
[m] = =

DA
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la forma trigonometrica

g S
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la forma trigonometrica

yloooo z=z+1y x = pcosf
| y = psind
| p= o +y?
p | 2z = p(cosf + isinf)
i in coordinate polari
9 | 2= (p,0 + 2kx),Vk € Z
0 z
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il prodotto, la potenza

Il prodotto di due numeri complessi ¢ un
numero complesso che ha per il

| prodotto dei moduli | e per | argomento

la | somma degli argomenti | dei numeri
dati.

[m] = =
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il prodotto, la potenza

Il prodotto di due numeri complessi ¢ un
numero complesso che ha per il

| prodotto dei moduli | e per | argomento

la | somma degli argomenti | dei numeri
dati.

Cic Mperugi

Valerio Scorsipa per una Mat. di Qualita PG, 1 apr. 2014 11 / 24



il prodotto, la potenza

Il prodotto di due numeri complessi ¢ un
numero complesso che ha per il

‘ prodotto dei moduli ‘ e per | argomento

la ‘ somma degli argomenti ‘ dei numeri
dati.

z1

22

=p1(cosBi + isinb) - pa(cos bz + isinba)
=p1 - p2(cosB1 + isinby) - (cos bz + isinba)
=p1 - p2[(cos 01 cos O — sin 0y sin O2)+
~+i(sin 01 cos 02 + cos 01 sin 02)]

=p1 - p2(cos(01 + 92) + ’iSin(@l + 92))

C1C1 "Perug!a
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il prodotto, la potenza

Il prodotto di due numeri complessi ¢ un
numero complesso che ha per il

‘ prodotto dei moduli ‘ e per | argomento

la ‘ somma degli argomenti ‘ dei numeri
dati.

z1 - z2 =p1(cos Oy + isinby) - pa(cos bz + isinba)
=p1 - p2(cosB1 + isinby) - (cos bz + isinba)
=p1 - p2[(cos 01 cos O — sin 0y sin O2)+
~+i(sin 01 cos 02 + cos 01 sin 02)]
=p1 - p2(cos(01 + 92) + ’iSin(@l + 92))

E allora per il quadrato:

22 = p?(cos 20 + isin 20)

;.
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il prodotto, la potenza

Il prodotto di due numeri complessi ¢ un
numero complesso che ha per il

‘ prodotto dei moduli ‘ e per | argomento

la ‘ somma degli argomenti ‘ dei numeri
dati.

z1 - z2 =p1(cos Oy + isinby) - pa(cos bz + isinba)
=p1 - p2(cosB1 + isinby) - (cos bz + isinba)
=p1 - p2[(cos 01 cos O — sin 0y sin O2)+
~+i(sin 01 cos 02 + cos 01 sin 02)]
=p1 - p2(cos(01 + 92) + ’iSin(@l + 92))

E allora per il quadrato:
2 _ 2 ..
z“ = p*(cos 20 + isin 20)

e con il P.ILM. si ha la formula di De Moivre

‘ z" = p"(cosnb + isinnd) ‘

% perugia
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dalla potenza alla radice
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dalla potenza alla radice

L’equazione z" = —1 si puo scrivere in forma trigonometrica

2" = cos(m + 2k7) + isin(m + 2km)

Qc i e,
o = = = 9Dae
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dalla potenza alla radice

L’equazione z" = —1 si puo scrivere in forma trigonometrica:
2" = cos(m + 2km) + isin(mw + 2k7)
e per la formula di De Moivre

2k 2k
zk:cosﬂ—ﬂ—kisinﬂ_—ﬂ, conk=0,....,n—1
n n

Valerio Scorsipa per una Mat. di Qualita PG, 1 apr. 2014
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dalla potenza alla radice

L’equazione z™ = —1 si puo scrivere in forma trigonometrica:
" = cos(m + 2km) + isin(mw + 2k7)
e per la formula di De Moivre

T+2kr . w+2km
—— +isin ——

2L = COS ,econk=0,....n—1
n
ovvero
<7T 2k7r) o <7T 2k7r)
2k =cos | —+ — | +12s1n + —
n n n n

® perugia
ica
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la ciclotomia
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la ciclotomia
Le radici n-esime di
z = p(cos b + sin 0)

sono i vertici di un poligono regolare di n lati inscritto nella circonferenza di centro 'origine
e di raggio {/p e si ottengono grazie alla formula di De Moivre:

(=] = = 8
Valerio Scorsipa per una Mat. di Qualita



la ciclotomia
Le radici n-esime di
z = p(cos b + sin H)
sono i vertici di un poligono regolare di n lati inscritto nella circonferenza di centro 'origine

e di raggio {/p e si ottengono grazie alla formula di De Moivre:

0+ 2k 0 + 2k
Z= p- [COS¥+Z~.Smu

conk=0,...,n—1.
n

L L
CC1 #perigia
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la ciclotomia

Le radici n-esime di

z = p(cos b + sin H)

sono i vertici di un poligono regolare di n lati inscritto nella circonferenza di centro 'origine
e di raggio {/p e si ottengono grazie alla formula di De Moivre:

0+ 2k 6+ 2k
2= Vp- [COS%_FZ'.Smu

conk=0,...,n—1.
n
y
21 % .70
H 4
z2
P | . AC #Erperigia
Le radici di z° =1 enrosisivatamocrats
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es.: risolvere z* —i =10
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es.: risolvere z* —i =10

Si puo scrivere

. ™ +isi ™
1= cos— +isin -
2 2

percio

[m] = =
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es.: risolvere z* —i =10

Si puo scrivere

. ™ 1isi ™
1= cos— +isin -
2 2

percio

T 4ok T+ 2k
= V1 COS%“'““TW con k=0,1,2,3.

Si ottiene

@ 20 = cosg +isin g; .70

5\

23

1
AC1 #perugia

Valerio Scorsipa per una Mat. di Qualita PG, 1 apr. 2014 14 / 24



es.: risolvere z* —i =10

Si puo scrivere
. T .., m
1= 0035 + 28In —

2
percio
s ™
5+2km S +2k7m
2= V1- COS2T+Z-SIH2T con k=0,1,2,3.
Y
T
Si ottiene
o 2 — 005% +isin % : ;,: "‘-,ZO
0z = cos%w+isin gﬂ'; : =
=
.............. 23
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es.: risolvere z* —i =10

Si puo scrivere
. T .., m
1= 0035 +¢8in —

2
percio
T +2k T +2k
2 = V1. c052—7r+i-sin2—
4 4
Si ottiene

@ 20 = cosg +isin g;

0 2 = COS%TF + ¢ sin gﬂ';

@ 29 = cos%w + ¢sin %7‘(’;

T o T

C1C1 "Perug!a
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es.: risolvere z* —i =10

Si puo scrivere
. T .., m
1= 6085 +¢8in —

2
percio
T +2k T +2k
2 = V1. c052—7r+i-sin2—
4 4
Si ottiene

° zozcos —|—zsm8,

0 2 = cos§7r + ¢ sin gﬂ';
@ 29 = cos%w + ¢sin %7‘("

@ z3 = COSETF + 7 sin 183

T o T

;.
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roto-omotetie
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roto-omotetie

Fissato un numero complesso a = pg(cosp + isinfp) e indicato con z = p(cos @ + isin ) un
qualsiasi numero complesso, ’applicazione

¢:C— Cltaleche |z 2/ =a-z

rappresenta una roto-omotetia del piano Ozy di centro O, di angolo 6y e di rapporto pg.

L L
CC1 #perigia
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roto-omotetie

qualsiasi numero complesso, ’applicazione

Fissato un numero complesso a = pg(cosp + isinfp) e indicato con z = p(cos @ + isin ) un

¢:C— Cltaleche |z 2/ =a-z

rappresenta una roto-omotetia del piano Ozy di centro O, di angolo 6y e di rapporto pg.
y

o

xT
¢:z»—>z'=a-z,cona=2(cos%+isin%

Valerio Scor

per una Mat. di Qualita

centroi
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con scrittura matriciale
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con scrittura matriciale

Siano z =z + yi, 2’ =2’ +y'i e a = po(cos By + isinfy), la relazione z’ = a - z diviene

' +1y'i = po(cos by + isinbp)(z + yi),

[m] = =
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con scrittura matriciale

Siano z =z + yi, 2’ =2’ +y'i e a = po(cos by + isinbp), la relazione z’ = a - z diviene

' +1y'i = po(cos by + isinbp)(z + yi),

o R

1
AC1 #perugia
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con scrittura matriciale

Siano z =z + yi, 2’ =2’ +y'i e a = po(cos by + isinbp), la relazione z’ = a - z diviene

' +1y'i = po(cos by + isinbp)(z + yi),

da cui:

z' =po(x cosfp — ysinbyp)

/

y' =po(zsinby + ycosbp)

e con scrittura matriciale:

'\ cosfp —sinbg\ [z
;h y' ) PO \ sin 0o cos Oy y
o' E

;.
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altra trasformazione

@ L’applicazione ¢ : z +— az +b y
diCinC,cona#0eb
numeri complessi, ¢ ottenuta
applicando h : z — az e poi
T:z+—z+b

Clcll “Perugia
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altra trasformazione

@ ¢ ¢ una similitudine diretta
con unito il punto €2,
immagine del numero w, per
cui p(w) =a-w+b=w

A #rerugn
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altra trasformazione

@ di li si ricava

s cona#1
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altra trasformazione

@ con a =1 il punto Q “va

all’infinito e ¢ diventa una
traslazione.
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(1—|—%z’)k con k=10
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(1—|—%z’)k con k=0,1
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(14 %) con k=0,1,2

Valerio Scorsipa per una Mat. di Qualita



(1 + %z)k con k=0,1,2,3
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iede

k
@ Le potenze (1 + %z) con k=0,1,...,n sono i vertici della spezzata FoFy ... Fp.
Y Fs
Fy
F3
I
Fy
o Fo *

[m] = =
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iede

k
@ Le potenze (1 + %z) con k=0,1,...,n sono i vertici della spezzata FoFy ... Fp.
Y Fs
Fy
F3

Fy

Fy
o Fo *

@ FyFy41 sono i cateti degli n triangoli simili OF} Fj,1 1 retti in FJ,.

[m] = =
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ied e

k
@ Le potenze (1 + %z) con k=0,1,...,n sono i vertici della spezzata FoFy ... Fp.
Y Fs
Fy
F3

Fy

Fy
O Fo *

@ FyFy41 sono i cateti degli n triangoli simili OF} Fj,1 1 retti in FJ,.

@ La roto-omotetia z — (1 + %) -z ruota di 0 = arctan% con p=/1+ 51,-
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ied e

k
@ Le potenze (1 + %z) con k=0,1,...,n sono i vertici della spezzata FoFy ... Fp.
Y Fs
Fy
F3

Fy

Fy
O Fo *

@ FyFy41 sono i cateti degli n triangoli simili OF} Fj,1 1 retti in FJ,.
@ La roto-omotetia z — (1 + %) -z ruota di 0 = arctan% con p=/1+ 51,-

@ Pern — oo
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ied e

k
@ Le potenze (1 + %z) con k=0,1,...,n sono i vertici della spezzata FoFy ... Fp.
Y Fs
Fy
F3

Fy

Fy
O Fo *

@ FyFy41 sono i cateti degli n triangoli simili OF} Fj,1 1 retti in FJ,.
@ La roto-omotetia z — (1 + %) -z ruota di 0 = arctan% con p=/1+ 51,-
@ Per n — oo

@ |arctan 1 —
n
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ied e

k
@ Le potenze (1 + %z) con k=0,1,...,n sono i vertici della spezzata FoFy ... Fp.
Y Fs
Fy
F3

Fy

Fy
O Fo *

@ FyFy41 sono i cateti degli n triangoli simili OF} Fj,1 1 retti in FJ,.
@ La roto-omotetia z — (1 + %) -z ruota di 0 = arctan% con p=/1+ 51,-
@ Per n — oo

@ |arctan 1 —
n

@ la misura di Fgé\Fn7

narctan% — 1rad | e (1-1—"—12)% — 1

;.
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ied e

k
@ Le potenze (1 + %z) con k=0,1,...,n sono i vertici della spezzata FoFy ... Fp.
Y Fs
Fy
F3

Fy

Fy
O Fo *

@ FyFy41 sono i cateti degli n triangoli simili OF} Fj,1 1 retti in FJ,.
@ La roto-omotetia z — (1 + %) -z ruota di 0 = arctan% con p=/1+ 51,-
@ Per n — oo

@ |arctan 1 —
n

@ la misura di Fann7 narctan% — lrad|e| (1+ n—lz)% — 1

Q la ‘ spezzata FoFy ... Fy, — arco di cerchio di estremi Fy e cos1 +isinl |

;.
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una stessa roto-omotetia ripetuta

1.00000

0.98697
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una stessa roto-omotetia ripetuta

100000 k | karctan %
0.98697 1 0'78539
2 0.92729
3 0.96525
4 0.97904
5 0.98697
00 1.00000
i g
o> «F =» «=» = @9aC
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i magnifici cinque

@ lim

N )
(l+i) =cosl+isinl
n— oo n

Al e
o F = E = 9Dae
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i magnifici cinque

-\ n
@ lim (1+i) =cosl+isinl
n

n— oo

@ per analogia con il II limite fondamentale | cos 1 4+ isin1 = e’

[m] = =
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i magnifici cinque

S\ M
@ lim (1+i) =cosl+isinl
n

n—00

@ per analogia con il IT limite fondamentale | cosl+isinl = e’

@ dalla def. ora data e dalla formula di De Moivre | cosf +isin® = (cos1+isin1)?

discende la formula di Eulero, | cos + isin 8 = e?%
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i magnifici cinque

S\ M
@ lim (1+i) =cosl+isinl
n

n—00

@ per analogia con il IT limite fondamentale | cosl+isinl = e’

@ dalla def. ora data e dalla formula di De Moivre | cosf +isin® = (cos1+isin1)?

discende la formula di Eulero, | cosf + isinf = e

@ pil in generale z = p(cos O + isin @) si pud scrivere m

1
AC1 #perugia
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i magnifici cinque

S\ M
@ lim (1+1) =cosl+isinl
n

n—00

@ per analogia con il IT limite fondamentale ‘ cosl+isinl = e’

@ dalla def. ora data e dalla formula di De Moivre ‘ cosf +isin® = (cos1+isin1)?

discende la formula di Eulero, | cos + isin 8 = e?%

@ pitl in generale z = p(cos @ + isin ) si puod scrivere | z = p - e
@ la relazione fra le cinque costanti| 0, 1,7, e, ¢ | pitl importanti in matematica

C1C1 "Perug!a
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